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高等数学是高等学校非数学专业普遍开设的重要数学课程
!

近年来由于许多

专业课程设置的变化而使数学的学时减少(这给本来学时就偏紧的数学课程教学

带来了一些新的矛盾与问题
!

由于数学本身的抽象等特点(许多学生不能很好地适

应并感到学习困难(也有些学生因学习能力强而期望在数学学习方面有进一步的

提高与发展
!

在这种情况下(我们编写了$高等数学学习指导%这本书
!

本书是与方

桂英!崔克俭主编的"十二五#普通高等教育本科国家级规划教材$高等数学%&第三

版'相配套的学习指导书(希望它能配合教材(通过学生的自学和课外辅导等形式(

缓解学生数学学习过程中所遇到的压力(同时也给学生提供更多的学习空间(使有

志于考研深造的学生打好数学基础(提早为考研作准备
!

本书按章编写(每章包括

如下五个部分
!

$(

内容概要
!

给出每章的基本概念!基本定理!基本公式!重要结论及难点重

点分析(旨在帮助学生系统地掌握知识体系(并深刻理解基本概念
!

"(

学习目标
!

对每章的各知识点(提出学生的学习要求与目标(使学生明确

学习目的与学习要求
!

对教学要求的层次(按"了解#"会#"理解#"掌握#的次序表示

程度上的差异
!

/(

释疑与典型例题解析
!

针对学生提出的一些难以理解或不好掌握且又是

教学重点的问题(给予分析与解答(有的解答还对教学内容作了补充与总结(以帮

助学生释疑解难
!

对典型例题(特别是历届的考研真题&有的未标明是考研真题'

进行了较详细地分析与解答(便于学生自学(并介绍了与典型例题相关的解题方法

与计算技巧
!

学生认真钻研这部分的内容(可以更好地理解概念(拓宽解题思路(学

会综合运用所学知识(提高解题能力
!

0(

习题选解
!

对主教材每章节中较难的习题给出解答全过程
!

希望学生正确

对待这部分内容(坚持"先做后看#的原则(才能取到事半功倍的效果
!

%(

测验题与答案
!

每章配置难易适中的测验习题&含答案与提示'(作为学生

学完本章内容后检测自己掌握知识的程度之用
!

本书也可单独使用(便于自学(适合高等院校经济类!管理类!农林类等专业的

学生使用(对教师也有一定的参考价值
!

参加本书编写的有江西农业大学&方桂英!

胡菊华!曾海福!程国华!刘章!伍健!王巧玲!李灿华'!山西农业大学&崔克俭!赵喜
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梅!韩忠海!张莉莉'与大连海洋大学&张立峰!顾剑'的教师
!

广大教师对本书提出

了许多宝贵建议(我们在此表示真诚的感谢
!

并希望读者对本书存在的问题给予批

评指正
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编
!

者

"#$%

年
1

月

前
!!

言



目
!!

录

前言

第
)

章
!

函数与极限
$

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

$!$

!

内容概要
$

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

$!"

!

学习目标
$$

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

$!/

!

释疑与典型例题解析
$"

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

$!0

!

习题选解
/#

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

$!%

!

第
$

章测验题
%"

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

第
*

章
!

导数与微分
%%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

"!$

!

内容概要
%%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

"!"

!

学习目标
%,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

"!/

!

释疑与典型例题解析
1#

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

"!0

!

习题选解
-$

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

"!%

!

第
"

章测验题
''

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

第
%

章
!

微分中值定理与导数的应用
,#

,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

/!$

!

内容概要
,#

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

/!"

!

学习目标
,%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

/!/

!

释疑与典型例题解析
,1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

/!0

!

习题选解
$$$

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

/!%

!

第
/

章测验题
$/%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

第
$

章
!

不定积分
$/-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

0!$

!

内容概要
$/-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

0!"

!

学习目标
$0"

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

0!/

!

释疑与典型例题解析
$0"

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

0!0

!

习题选解
$%,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

0!%

!

第
0

章测验题
$'0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

第
+

章
!

定积分及其应用
$'-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

%!$

!

内容概要
$'-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

%!"

!

学习目标
$,%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



-

67

-

!!

%!/

!

释疑与典型例题解析
$,1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

%!0

!

习题选解
"#,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

%!%

!

第
%

章测验题
""1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

第
,

章
!

多元函数微积分
"",

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

1!$

!

内容概要
"",

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

1!"

!

学习目标
"0#

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

1!/

!

释疑与典型例题解析
"0#

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

1!0

!

习题选解
"1"

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

1!%

!

第
1

章测验题
"'%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

第
-

章
!

微分方程
"''

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

-!$

!

内容概要
"''

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

-!"

!

学习目标
",%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

-!/

!

释疑与典型例题解析
",%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

-!0

!

习题选解
/$#

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

-!%

!

第
-

章测验题
/0%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

第
.

章
!

无穷级数
/0'

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

'!$

!

内容概要
/0'

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

'!"

!

学习目标
/%/

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

'!/

!

释疑与典型例题解析
/%/

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

'!0

!

习题选解
/1,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

!!

'!%

!

第
'

章测验题
/'-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

测验题答案与提示
/',

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

目
!!

录



书书书

第
!

章
!

函数与极限

!"!

!

内 容 概 要

!"!"!

!

函数的概念与性质

函数定义
!

设
!

是实数集
#

的非空子集!

"

是一个对应法则
"

如果对于
!

中

的每一个
#

!按照对应法则
"

!都有确定的唯一实数
$

与之对应!则称
"

为定义在

!

上的函数!记作

$

%

"

"

#

#!

!

#

"

!"

!!

函数性质

"

!

#有界性
!

若存在正数
&

!使对一切
#

"

!

!有
"

"

#

#

#

&

!则称
"

"

#

#在

!

上有界
"

如果对任给的正数
&

!总存在
#

!

"

!

!使
"

"

#

!

#

$

&

!则称
"

"

#

#在
!

上

无界
"

设函数
"

"

#

#在
!

上有定义!若存在常数
'

!

"或
'

#

#!使对一切
#

"

!

有

"

"

#

#

#

'

!

!

"或
"

"

#

#

%

'

#

#!

则称
"

"

#

#在
!

上有上界"或有下界#!称
'

!

"或
'

#

#为
"

"

#

#在
!

上的上界"或下

界#

"

容易证明!函数
"

"

#

#在
!

上有界的充分必要条件是它在
!

上既有上界又有

下界
"

"

#

#单调性
!

设函数
"

"

#

#在
!

上有定义!如果对
!

中任意两个数
#

!

!

#

#

!当

#

!

&

#

#

时!总有

"

"

#

!

#

&

"

"

#

#

#

!

"或
"

"

#

!

#

$

"

"

#

#

##!

则称
"

"

#

#在
!

上单调增加"或单调减少#

"

"

$

#奇偶性
!

设
$

%

"

"

#

#!

#

"

!

!其中
!

关于原点对称!如果对任意
#

"

!

!

总有

"

"

(

#

#

%(

"

"

#

#

!

"或
"

"

(

#

#

%

"

"

#

##!

则称
"

"

#

#为奇函数"或偶函数#

"

在坐标平面上!偶函数的图形关于
$

轴对称!奇函数的图形关于原点对称
"

"

&

#周期性
!

设函数
"

"

#

#在
!

上有定义!若存在常数
)

'

'

!使对任意
#

"

!

!

总有



"

"

#

*

)

#

%

"

"

#

#!

则称
"

"

#

#为周期函数!

)

称为
"

"

#

#的一个周期
"

显然!若
)

为
"

"

#

#的一个周期!则

')

"

'%(!

!

(#

!$#也都是它的周期
"

所以!一个周期函数一定有无穷多个周期
"

通

常所说周期函数的周期是指最小正周期
"

注意
!

并非任何周期函数都有最小正周期
"

例如!常量函数
"

"

#

#

%+

"

+

为常

数#是周期函数!任何非零实数都是它的周期!因而不存在最小正周期
"

例如!

$

%)*+#

和
$

%,-)#

是周期为
#

!

的周期函数%

$

%./+#

和
$

%,-.#

都

是周期为
!

的周期函数%一般地!函数
$

%,)*+

"

!

#0

"

#的周期为
#

!

!

"

反函数
!

设函数
"

"

#

#的定义域为
!

!值域为
"

"

!

#

"

若对
"

"

!

#中每一值
$

!

!

中有唯一值
#

与之相对应!且
$

%

"

"

#

#!这样便得到
"

"

!

#上的一个新函数!称

此函数为函数
$

%

"

"

#

#的反函数!记作
#%

"

1!

"

$

#!

$

"

"

"

!

#

"

相对反函数

#%

"

1!

"

$

#来说!原来的函数
$

%

"

"

#

#称为直接函数
"

习惯地!

$

%

"

"

#

#"

#

"

!

#的反函数记为
$

%

"

1!

"

#

#"

#

"

"

"

!

##

"

称
$

%

"

"

#

#

与
$

%

"

1!

"

#

#互为反函数
"

由反函数的定义可知!反函数的定义域是直接函数的

值域!反函数的值域是直接函数的定义域
"

在同一坐标平面上!函数
$

%

"

"

#

#与
$

%

"

1!

"

#

#的图形关于直线
$

%#

对称
"

注意
!

并不是任何一个函数都有反函数
"

可以证明!单调增加"减少#函数必有

反函数!且反函数也是单调增加"减少#的
"

基本初等函数"下列
2

类函数#

"

!

#常量函数
!

$

%+

"

+

为常数#

"

"

#

#幂函数
!

$

%#

#

"

#

"

#

!

#

'

'

#

"

"

$

#指数函数
!

$

%-

#

"

-

$

'

!

-

'

!

!特别地!当
-%3

时!记为
$

%3

#

#

"

"

&

#对数函数
!

$

%4-

5

-

#

"

-

$

'

!

-

'

!

!特别地!当
-%3

时!记为
$

%4+#

#

"

这里对数函数
$

%4-

5

-

#

是指数函数
$

%-

# 的反函数!

$

%4+#

是
$

%3

# 的反

函数
"

"

6

#三角函数

"

正弦函数
!

$

%)*+#

%

!!!!!!!#

余弦函数
!

$

%,-)#

%

$

正切函数
!

$

%./+#%

)*+#

,-)#

%

!!!!%

余切函数
!

$

%,-.#%

,-)#

)*+#

"

"

2

#反三角函数

"

反正弦函数
!

$

%/7,)*+#

%

!!! #

反余弦函数
!

$

%/7,,-)#

%

$

反正切函数
!

$

%/7,./+#

%

!!! %

反余切函数
!

$

%/7,,-.#"

其中反三角函数
$

%/7,)*+#

!

$

%/7,,-)#

!

$

%/7,./+#

!

$

%/7,,-.#

分别是

三角函数
$

%)*+#

1

!

#

#

#

#

!

#

" #

!

$

%,-)#

"

'

#

#

#!

#!

$

%./+#

"

1

!

#

&

#

&

&

#

&

第
!

章
!

函数与极限



!

#

#

!

$

%,-.#

"

'

&

#

&!

#的反函数
"

反三角函数具有如下性质'

/7,)*+

"

1#

#

%1/7,)*+#

%

!!!!!

/7,,-)

"

1#

#

%

!

1/7,,-)#

%

/7,./+

"

1#

#

%1/7,./+#

%

!!!!!

/7,,-.

"

1#

#

%

!

1/7,,-.#"

为了便于记忆!本书给出基本初等函数的定义域(值域及主要性质一览表!见

表
!"!"!"

表
!"!"!

!

基本初等函数的定义域!值域及主要性质一览表

函数 定义域 值域 有界性 奇偶性 单调性 周期性

$

%+

"

1

8

!

0

8

# )

+

* 有界 偶函数 非单调
周期函数!但无

最小正周期

$

%#

# 因
#

而异 因
#

而异 无界 因
#

而异 因
#

而异

$

%-

#

"

-

$

'

!

-

'

!

#

"

1

8

!

0

8

# "

'

!

0

8

# 无界
-

$

!

!增加

-

&

!

!减少

$

%4-

5

-

#

"

-

$

'

!

-

'

!

#

"

'

!

0

8

# "

1

8

!

0

8

# 无界
-

$

!

!增加

-

&

!

!减少

$

%)*+#

"

1

8

!

0

8

# +

1!

!

!

, 有界 奇函数 非单调
.%#

!

$

%,-)#

"

1

8

!

0

8

# +

1!

!

!

, 有界 偶函数 非单调
.%#

!

$

%./+#

#

'

'

!

0

!

#

!

'

"

$

"

1

8

!

0

8

# 无界 奇函数 非单调
.%

!

$

%,-.# #

'

'

!

!

'

"

$

"

1

8

!

0

8

# 无界 奇函数 非单调
.%

!

$

%/7,)*+#

+

1!

!

!

,

1

!

#

!

!

#

+ ,

有界 奇函数 增加

$

%/7,,-)#

+

1!

!

!

, +

'

!

!

, 有界 减少

$

%/7,./+#

"

1

8

!

0

8

#

1

!

#

!

!

#

" #

有界 奇函数 增加

$

%/7,,-.#

"

1

8

!

0

8

# "

'

!

!

# 有界 减少

复合函数
!

已知函数
$

%

"

"

/

#的定义域为
0

!函数
/%

"

"

#

#的定义域为
!

!

值域为
"

"

!

#!如果
0

(

"

"

!

#

')

!则称
$

%

"

+

"

"

#

#,为由函数
$

%

"

"

/

#与
/%

"

"

#

#复合而成的复合函数!其中
/

称为中间变量
"

初等函数
!

由基本初等函数经过有限次的四则运算或有限次的复合运算所产

&

$

&

!"!

!

内 容 概 要



生并且能用一个解析式表示的函数称为初等函数
"

例如!

$

%#

#

!

$

% !0##槡
#

!

$

%#

)*+

#

$#

0#

都是初等函数
"

还有正割函数

$

%)3,#%

!

,-)#

!余割函数
$

%,),#%

!

)*+#

也是常见的初等函数
"

并非所有函数都为初等函数!不是初等函数的函数统称为非初等函数
"

分段函

数一般不是初等函数
"

例如!符号函数

)

5

+#

%

(

!

!

#

&

'

!

'

!

#

%

'

!

!

!

#

$

'

*

+

,

与取整函数
$

%

+

#

,"+

#

,表示不超过
#

的最大整数#是常见的非初等函数
"

隐函数
!

设
1

-

#

!

2

-

#

!若对于任意
#

"

1

!总有唯一确定的
$

"

2

!使得
#

!

$

共同满足方程

3

"

#

!

$

#

%

'

! "

!"!"!

#

则称由方程"

!"!"!

#确定了一个定义在
1

上!值域含于
2

的隐函数!记为

$

%

$

"

#

#!

!

#

"

1

!

!

$

"

24

!!

例如!方程
#

#

1

$

$

0!%'

可确定隐函数
$

%

$

"

#

#!

#

"

#

!

$

"

+

!

!

0

8

#!事实

上!这个函数是
$

%

$

!0#槡
#

!这时就说可把隐函数化为显函数了
"

又如!方程
$

03

$

13

#

1#%'

可确定一个定义在"

1

8

!

0

8

#内的隐函数!这

里
$

不能由只含
#

的解析式表示!这时就说这个隐函数不可以显化
"

!"!"%

!

极限概念与性质

数列极限定义
!

设)

#

5

*是一个数列!

-

是一个确定的数!若对任意给定的正数

$

!总存在正整数
6

!使得当
5

$

6

时!总有不等式

#

5

(

-

&

$

成立!则称当
5

.8

时!数列)

#

5

*的极限为
-

!或称数列)

#

5

*收敛于
-

!记为

4*9

5

.

8

#

5

%

-

!

或
!

#

5

.

-

"

5

.

8

#

"

!!

如果数列)

#

5

*没有极限!则称它是发散的!习惯上也说
4*9

5

.8

#

5

不存在
"

数列极限定义可简写为

4*9

5

.8

#

5

%-

!即对
/$$

'

!

0

6

$

'

!当
5

$

6

时!有
#

5

1-

&$

"

函数极限定义"等价的简单形式#

!

"

!

#

4*9

#

.8

"

"

#

#

%,

!即对
/$$

'

!

0

1

$

'

!

当
1

#

1$

1

时!有
"

"

#

#

1,

&$

"

称当
#

趋于无穷大"记为
#

.8

#时
"

"

#

#以常

数
,

为极限
"

&

&

&

第
!

章
!

函数与极限



"

#

#

4*9

#

.

0

8

"

"

#

#

%,

!即对
/$$

'

!

0

1

$

'

!当
#

$

1

时!有
"

"

#

#

1,

&$

"

称

函数
"

"

#

#当
#

$

'

!

#

无限增大"记为
#

.

0

8

#时以常数
,

为极限
"

"

$

#

4*9

#

.

1

8

"

"

#

#

%,

!即对
/$$

'

!

0

1

$

'

!当
#

&

11

时!有
"

"

#

#

1,

&$

"

称函数
"

"

#

#当
#

&

'

!

#

无限增大"记为
#

.

1

8

#时以常数
,

为极限
"

"

&

#

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,

!即对
/$$

'

!

0%$

'

!当
'

&

#1#

'

&%

时!有

"

"

#

#

1,

&$

"

称函数
"

"

#

#当
#

趋于
#

'

时以常数
,

为极限
4

"

6

#左极限'

4*9

#

.

#

1

'

"

"

#

#

%,

或
"

"

#

'

1'

#

%,

!即对
/$$

'

!

0%$

'

!当

'

&

#

'

1#

&%

时!有
"

"

#

#

1,

&$

"

称函数
"

"

#

#当
#

从
#

'

的左侧"即
#

&

#

'

#趋

于
#

'

时以常数
,

为极限
"

"

2

#右极限'

4*9

#

.

#

0

'

"

"

#

#

%,

或
"

"

#

'

0'

#

%,

!即对
/$$

'

!

0%$

'

!当

'

&

#1#

'

&%

时!有
"

"

#

#

1,

&$

"

称函数
"

"

#

#当
#

从
#

'

的右侧"即
#

$

#

'

#趋

于
#

'

时以常数
,

为极限
"

定理
!"!"!

!

函数
"

"

#

#当
#

.8

时极限存在的充分必要条件是
"

"

#

#当

#

.

0

8

与
#

.

1

8

时极限各自存在!并且相等!即

4*9

#

.

8

"

"

#

#

%

,

2

4*9

#

.

(8

"

"

#

#

%

4*9

#

.

*8

"

"

#

#

%

,"

因此!即使
4*9

#

.

1

8

"

"

#

#与
4*9

#

.

0

8

"

"

#

#都存在!但若不相等!则
4*9

#

.8

"

"

#

#不存在
"

定理
!"!"%

"单侧极限与极限的关系#

!

函数
"

"

#

#当
#

.

#

'

时极限存在的充

分必要条件是
"

"

#

#在点
#

'

的左右极限都存在!并且相等!即

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%

,

2

"

"

#

'

(

'

#

%

"

"

#

'

*

'

#

%

,"

因此!即使
4*9

#

.

#

1

'

"

"

#

#与
4*9

#

.

#

0

'

"

"

#

#都存在!但若不相等!则
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#不存在
"

收敛数列的性质

"

!

#有界性
!

若数列)

#

5

*收敛!则它是有界的!即存在
&

$

'

!对一切正整数

5

!都有
#

5

#

&"

注意
!

有界性只是数列收敛的必要条件!并非充分条件
"

"

#

#唯一性
!

若数列)

#

5

*收敛!则它的极限是唯一的
"

"

$

#保号性
!

若
4*9

5

.8

#

5

%-

且
-

$

'

"或
-

&

'

#!则总存在正整数
6

!使得当

5

$

6

时!恒有
#

5

$

'

"或
#

5

&

'

#

"

保号性的更强形式'若
4*9

5

.8

#

5

%-

且
-

$

'

"或
-

&

'

#!则总存在正整数
6

!使得

当
5

$

6

时!恒有
#

5

$

-

#

或
#

5

&

1

-

#

" #

"

推论
!"!"!

!

若
4*9

5

.8

#

5

%-

且
#

5

$

'

"或
#

5

&

'

#!则有
-

%

'

"或
-

#

'

#

"

&

6

&

!"!

!

内 容 概 要



推论
!"!"%

"保不等式性#

!

设
4*9

5

.8

#

5

%-

!

4*9

5

.8

$5

%7

!且从某项起恒有
#

5

#

$5

!

则
-

#

7"

定理
!"!"&

"收敛数列与其子数列的关系#

!

若数列)

#

5

*收敛于
-

!则其任意子

数列)

#

5

'

*也收敛!且极限都是
-"

可见!若数列)

#

5

*有两个子数列收敛于不同的极限!则数列)

#

5

*发散
"

函数极限的性质

"

!

#局部有界性
!

若
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#存在!则存在
%$

'

!使得
"

"

#

#在点
#

'

的去心

邻域
8

&

"

#

'

!

%

#内有界
"

"

#

#唯一性
!

若极限
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#存在!则它是唯一的
"

"

$

#局部保号性
!

设
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,

!若
,

$

'

"或
,

&

'

#!则存在
%$

'

!使对一

切
#

"

8

&

"

#

'

!

%

#!总有
"

"

#

#

$

'

"或
"

"

#

#

&

'

#

"

保号性的更强的形式'设
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,

!若
,

$

'

"或
,

&

'

#!则存在
%$

'

!使

对一切
#

"

8

&

"

#

'

!

%

#!总有
"

"

#

#

$

,

#

或
"

"

#

#

&

1

,

#

" #

"

函数极限与数列极限的关系
!

设
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,

!

4*9

5

.8

#

5

%#

'

!且
#

5

'

#

'

"

5

"

'

0

#!则
4*9

5

.8

"

"

#

5

#

%,"

极限的四则运算法则
!

设
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,

!

4*9

#

.

#

'

9

"

#

#

%:

!则

"

!

#

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

(

9

"

#

#

+ ,

%4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

(4*9

#

.

#

'

9

"

#

#

%,(:

%

"

#

#

4*9

#

.

#

'

+

"

"

#

#&

9

"

#

#,

%4*9

#

.

#

'

"

"

#

#&

4*9

#

.

#

'

9

"

#

#

%,

&

:

%

"

$

#

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

9

"

#

#

%

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

4*9

#

.

#

'

9

"

#

#

%

,

:

"

:

'

'

#

"

复合函数极限运算法则
!

设
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,

!

4*9

;

.

;

'

"

"

;

#

%#

'

!且存在
%$

'

!当
;

"

8

&

"

;

'

!

%

#时!

"

"

;

#

'

#

'

!复合函数
"

+

"

"

;

#,在
8

&

"

;

'

!

%

#内有定义!则

4*9

;

.

;

'

"

+

"

"

;

#,

%

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%

,

!

即

4*9

;

.

;

'

"

+

"

"

;

#,

#

%

"

"

;

#

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

"

!!

可见!求极限可以变量代换!化繁为简
"

极限存在的两个准则

"

!

#单调有界收敛准则
!

单调有界数列必收敛
"

&

2

&

第
!

章
!

函数与极限



"

#

#夹逼准则
!

设数列)

#

5

*!)

$5

*及)

<

5

*满足'

"

#

5

#

$5

#

<

5

"

5

%

=

!

=

为某个正整数#%

#

4*9

5

.8

#

5

%-

!

4*9

5

.8

<

5

%-

!

则数列)

$5

*的极限存在!且
4*9

5

.8

$5

%-"

夹逼准则函数情况!例如!设
4*9

#

.

#

'

9

"

#

#

%4*9

#

.

#

'

>

"

#

#

%,

!若存在
#

'

的某去心邻

域
8

&

"

#

'

!

%

#!使对一切
#

"

8

&

"

#

'

!

%

#!总有
9

"

#

#

#

"

"

#

#

#

>

"

#

#!则
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,"

常见重要极限

"

!

#

4*9

#

.

'

)*+#

#

%!

%

!!!!!

"

#

#

4*9

#

.8

!0

!

#

" #

#

%3

%

"

$

#

4*9

5

.8

-

!

5

%!

"

-

$

'

#%

!!!!

"

&

#

4*9

5

.8

5

!

5

%!

%

"

6

#

4*9

5

.8

"

1!

#

5 不存在%

!!!!!

"

2

#

4*9

5

.8

?

5

%

'

!

?

&

!

!

8

!

?

$

!

!

!

!

?

%!

%

*

+

,

"

:

#

4*9

#

.

0

8

!

#

-

%'

"

-

$

'

#%

!!!!

"

;

#

4*9

#

.

'

0

!

#

-

%

8

"

-

$

'

#%

"

<

#

4*9

#

.8

!

#

5

%'

"

5

"

'

0

#%

!!!!

"

!'

#

4*9

#

.

'

!

#

5

%

8

"

5

"

'

0

#%

"

!!

#

4*9

#

.

'

0

#

#

%!

%

!!!!!!!

"

!#

#

4*9

#

.

'

0

4+#%

8

%

"

!$

#当
'

&

-

&

!

时!

4*9

#

.

1

8

-

#

%

8

!

4*9

#

.

0

8

-

#

%'

%

"

!&

#当
-

$

!

时!

4*9

#

.

1

8

-

#

%'

!

4*9

#

.

0

8

-

#

%

8

%

"

!6

#"-抓大头.原理#

4*9

#

.8

-

'

#

@

0-

!

#

@1!

0

$

0-

@1!

#0-

@

7

'

#

5

07

!

#

51!

0

$

07

51!

#07

5

%

'

!

@

&

5

!

-

'

7

'

!

@%5

!

8

!

@

$

5

!

*

+

,

其中
@

!

5

为非负整数!

-

'

'

'

!

7

'

'

'"

"

!2

#称+

"

"

#

#,

9

"

#

#为幂指函数!如果
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,

$

'

!

4*9

#

.

#

'

9

"

#

#

%:

!则

4*9

#

.

#

'

+

"

"

#

#,

9

"

#

#

%

,

:

"

!"!"&

!

无穷小量与无穷大量

无穷小量定义
!

如果在自变量的某变化过程中!函数
"

"

#

#的极限是零!则称

在这个变化过程中
"

"

#

#是无穷小量"或无穷小#

"

无穷大量定义
!

如果在自变量的某变化过程中!函数
"

"

#

#的绝对值

&

:

&

!"!

!

内 容 概 要



"

"

#

#无限增大!则称在这个变化过程中
"

"

#

#是无穷大量
"

例如!

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%

8

!即对无论多么大的正数
A

$

'

!都
0%$

'

!当
'

&

#1#

'

&%

时!有
"

"

#

#

$

A"

又如!

4*9

#

.8

"

"

#

#

%

8

!即对无论多么大的正数
A

$

'

!都
0

1

$

'

!当
1

#

1$

1

时!

有
"

"

#

#

$

A"

无穷小量的性质
!

在自变量的同一变化过程中!

"

!

#有限个无穷小的和仍然是一个无穷小%

"

#

#有限个无穷小的乘积仍然是一个无穷小%

"

$

#无穷小与有界函数的乘积是无穷小
"

函数极限与 无 穷 小 量 的 关 系
!

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%,

的 充 分 必 要 条 件 是

"

"

#

#

%,0

'

"

#

#!其中
'

"

#

#当
#

.

#

'

时是无穷小量
"

无穷小量与无穷大量的关系
!

在自变量的同一变化过程中!

"

!

#若
"

"

#

#是无穷大量!则
!

"

"

#

#

是无穷小量%

"

#

#若
"

"

#

#是无穷小量!且
"

"

#

#

'

'

!则
!

"

"

#

#

是无穷大量
"

无穷小量的比较
!

设
4*9

#

.

#

'

'

"

#

#

%'

!

4*9

#

.

#

'

(

"

#

#

%'

!且
(

"

#

#

'

'"

"

!

#如果
4*9

#

.

#

'

'

"

#

#

(

"

#

#

%'

!则称当
#

.

#

'

时
'

"

#

#是比
(

"

#

#高阶的无穷小!记作

'

"

#

#

%B

"

(

"

#

##!也称
(

"

#

#是比
'

"

#

#低阶的无穷小%

"

#

#如果
4*9

#

.

#

'

'

"

#

#

(

"

#

#

%C

'

'

"

C

为常数#!则称当
#

.

#

'

时
'

"

#

#与
(

"

#

#是同阶无

穷小%

"

$

#如果
4*9

#

.

#

'

'

"

#

#

+

(

"

#

#,

'

%C

'

'

"

'

"

'

0

#!则称当
#

.

#

'

时
'

"

#

#是
(

"

#

#的
'

阶

无穷小%

"

&

#如果
4*9

#

.

#

'

'

"

#

#

(

"

#

#

%!

!则称当
#

.

#

'

时
'

"

#

#与
(

"

#

#是等价无穷小!记作

'

"

#

#

)

(

"

#

#

"

!!

无穷小量等价代换定理
!

设
'

"

#

#!

(

"

#

#!

'

!

"

#

#!

(

!

"

#

#当
#

.

#

'

时都是无穷

小量!且
'

"

#

#

&'

!

"

#

#!

(

"

#

#

&

(

!

"

#

#!如果
4*9

#

.

#

'

'

!

"

#

#

(

!

"

#

#

存在!则
4*9

#

.

#

'

'

"

#

#

(

"

#

#

也存在!

且有

4*9

#

.

#

'

'

"

#

#

(

"

#

#

%

4*9

#

.

#

'

'

!

"

#

#

(

!

"

#

#

"

!!

常用的等价无穷小'当
#

.

'

时!

&

;

&

第
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)*+#

&

#

!

!

./+#

&

#

!

!

/7,)*+#

&

#

!

!

/7,./+#

&

#

!

!1,-)#

&

#

#

#

!

!

!0#

" #

@

1!

&

@#

!

!

4+

"

!0#

#

&

#

!

-

#

1!

&

#4+-

!

!

3

#

1!

&

#

!

!

./+#1)*+#

&

!

#

#

$

"

注意
!

"

!

#利用无穷小量等价代换定理求极限!只是在无穷小量作乘除运算

时使用!无穷小量在作加减运算时一般不能使用!如
4*9

#

.

'

./+#1)*+#

#

$

%4*9

#

.

'

#1#

#

$

%

'

!解法(结果都是错误的
"

事实上!因为当
#

.

'

时!

./+#

&

#

!

!1,-)#

&

#

#

#

!所以

4*9

#

.

'

./+#

(

)*+#

#

$

%

4*9

#

.

'

./+#

"

!

(

,-)#

#

#

$

%

4*9

#

.

'

#

&

#

#

#

#

$

%

!

#

"

!!

"

#

#当
'

#

"#

.

'

时!常用的等价无穷小关系中将
#

换成
'

#

"#

都成立!如

)*+

'

#

"#

)

'

#

"#

!

!

3

'

"

#

#

(

!

)

'

#

"#

4

!"!"(

!

函数连续性

连续定义
!

设函数
$

%

"

"

#

#在点
#

'

的某个邻域内有定义!如果当自变量在

点
#

'

处的增量
'

#

.

'

时!函数相应的增量
'

$

.

'

!即

4*9

'

#

.

'

'

$

%

4*9

'

#

.

'

+

"

"

#

'

*'

#

#

(

"

"

#

'

#,

%

'

!

则称函数
"

"

#

#在点
#

'

处连续!称
#

'

为连续点
"

连续等价定义
!

设函数
$

%

"

"

#

#在点
#

'

的某个邻域内有定义!如果

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%

"

"

#

'

#!

则称函数
"

"

#

#在点
#

'

处连续
"

函数
"

"

#

#在点
#

'

处连续也等价于
"

"

#

#要同时满足下列三条'

"

!

#

"

"

#

#在点
#

'

有定义%

"

#

#

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#存在%

"

$

#

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

%

"

"

#

'

#

"

单侧连续
!

"

!

#设函数
$

%

"

"

#

#在点
#

'

的某个左邻域"

#

'

1

%

!

#

'

,内有定

义!如果

4*9

#

.

#

(

'

"

"

#

#

%

"

"

#

'

#!

则称函数
"

"

#

#在点
#

'

处左连续
"

"

#

#设函数
$

%

"

"

#

#在点
#

'

的某个右邻域+

#

'

!

#

'

0

%

#内有定义!如果

&

<

&

!"!

!

内 容 概 要



4*9

#

.

#

*

'

"

"

#

#

%

"

"

#

'

#!

则称函数
"

"

#

#在点
#

'

处右连续
"

单侧连续与连续的关系
!

函数
"

"

#

#在点
#

'

处连续的充分必要条件是
$

%

"

"

#

#在点
#

'

处既左连续!又右连续
"

函数的间断点定义
!

如果函数
"

"

#

#在点
#

'

的某去心邻域内有定义!且在点

#

'

处不连续!则称
"

"

#

#在点
#

'

处间断!并称
#

'

为
"

"

#

#的间断点或不连续点
"

由函数
"

"

#

#在点
#

'

连续定义可知!当函数
"

"

#

#在点
#

'

的某去心邻域内有

定义!且若出现下列三种情况之一'

"

!

#

"

"

#

#在点
#

'

没有定义%

"

#

#

4*9

#

.

#

'

"

"

#

#不存在%

"

$

#

"

"

#

#在点
#

'

有定义且
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#存在!但
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

'

"

"

#

'

#!

则称点
#

'

为
"

"

#

#的间断点
"

间断点分类

"

!

#第一类间断点
!

设点
#

'

为
"

"

#

#的间断点!但当
#

.

#

'

时!

"

"

#

#的左极

限
"

"

#

'

1'

#与右极限
"

"

#

'

0'

#都存在!则称
#

'

为
"

"

#

#的第一类间断点!其中!

当
"

"

#

'

1'

#

'

"

"

#

'

0'

#时!称
#

'

为
"

"

#

#的跳跃间断点%

当
"

"

#

'

1'

#

%

"

"

#

'

0'

#时!称
#

'

为
"

"

#

#的可去间断点!这时
"

"

#

'

#没有定

义!或
4*9

#

.

#

'

"

"

#

#

'

"

"

#

'

#

"

"

#

#第二类间断点
!

设点
#

'

为
"

"

#

#的间断点!但当
#

.

#

'

时!

"

"

#

#左极限

"

"

#

'

1'

#和右极限
"

"

#

'

0'

#至少有一个不存在!则称
#

'

为
"

"

#

#的第二类间断

点!其中!

当
"

"

#

'

1'

#或
"

"

#

'

0'

#为无穷大时!称
#

'

为
"

"

#

#的无穷间断点%

当
#

.

#

1

'

或
#

.

#

0

'

时!函数
"

"

#

#的值摆动不定!称
#

'

为
"

"

#

#的振荡间

断点
"

连续函数的性质

初等函数的连续性
!

函数的连续性是利用极限来定义的!所以根据极限的运

算法则可推得下列函数连续的性质
"

连续函数的四则运算
!

若函数
"

"

#

#!

9

"

#

#都在点
#

'

连续!则

"

"

#

#

(

9

"

#

#!

!

"

"

#

#&

9

"

#

#!

!

"

"

#

#

9

"

#

#

!

"

9

"

#

'

#

'

'

#

在点
#

'

也连续
"

反函数的连续性
!

若函数
$

%

"

"

#

#在区间
D

#

上单调增加"减少#且连续!则

它的反函数
#%

"

1!

"

$

#也在对应的区间
D

$

%

$ $

%

"

"

#

#!

#

"

D

#

) *

上单调增加

"减少#且连续
"

&

'!

&
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